Nombres de Bell et loi des petits nombres

Nombres de Bell

Théoreme
Pour tout n € N*, on appelle n-ieme nombre de Bell et on note B, le nombre de partitions de
Uensemble [1,n]. On convient que By = 1. Alors :

(i) Pour tout n € N,

Bun=Y (Z) B,

k=0

(ii) Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre 1, définie sur un

espace probabilisé (2, A,P). Pour tout n € N on a :
B, = E(X").

(iii) Pour tout n € N on a la formule de Doblinski :

1

B, = P

o p!

Démonstration :

(i) Soit n € N, on note P, 41 'ensemble des partitions de [1,7+ 1] et pour k € [0, n], Pni1x

I'ensemble des partitions de [1,n + 1] dont I’élément qui contient n + 1 contient aussi k
autres éléments, ainsi la famille {P,, 11, k € [1,n]} est une partition de P, ;. Calculons
le cardinal des Py, 41 .

Soit alors k € [0, n], tout élément de P, 11 est la réunion d’un singleton {A} ou A est
une partie a k + 1 éléments et d’une partition d’un ensemble a n — k éléments. Des lors

n
Card<7)n+1,k) = (k‘) anka

et par suite

Buit = card(Posy) = 3 (Z) Bur=3 <Z> By

k=0 k=0

Soient (£2,.4,[P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace
suivant une loi de Poisson de parametre 1. Soit ¢x la fonction caractéristique de X, on a
pour tout t € R :

SDX(G“) — E(eitX) — Z eitk]P)(X — k‘)

k>0

_ itki o it 1

=> e T exp(e ).
k>0 :



La fonction px est C* sur R donc en particulier en 0, par suite X zdmet des moments
de tout ordre.
Soit (uy,)nen la suite définie pour tout n € N par u,, = E(X™), de plus pour tout n € N :
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Upi1 = Xn+1 Z k,n—f—l

k>0

_Zn

k>1

=S (k41"

k>0
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Comme ug = 1 = By alors par récurrence, pour tout n € N :

B, =E(X")

(iii) Ainsi pour tout n € N on a :

B, Y o

k>0
k,n
H .

€ k>0

Loi des petits nombres

Théoréme
Soit (2, A,P). On considére une suite de variables aléatoires (Sp)nen définies sur Q de lois
binomiale B(n, p,). Si LIIE npn = A > 0, la suite (Sp)nen converge en loi vers la loi P(X).

Démonstration :
Comme np, —> A, onap, = —i— 0< ) Ainsi pour tout £ € N et tout n > k :
n—-+0o0o

n

P(Sh = k) = <k>Pﬁ(1 —pa)"

mais




et d’autre part

Par conséquent
/\k
P(S,=Fk) — e

n—+00 ]{;'

don S, -2 P(N).

n—-+o0o
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